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1 Integracion de diferenciales trigonométricas

1.1 Integrales de la forma jsenm ucos" udu

Cuando mvneN impar , no importa lo que es el otro, pues
tendriamos una integral de la forma

N+l

wyo U
Ju dufm

V.g., Si m esimpar, tenemos
sen™u =sen™usenu
y m-1 es par, el primer término del segundo miembro sera

potencia se sen’u y podemos expresarlo en potencias de cos®u
sustituyendo
sen’u =1-cos’u
Entonces la integral queda
j'(suma de términos que contienen cosu)senudu

Sabemos que senudu = —d (cosu) , cada término que se debe

integrar tiene la forma u"du con u =cosu .
Del mismo modo, si n es el que es impar, tenemos

cos" u = cos" ' ucosu

y empleamos la sustitucion cos®u =1-sen®u . Entonces la integral
queda
j'(suma de términos que contienen senu)cosudu

1.2 Integrales de la forma [tg"udu o [ctg"udu

Cuando neN , hacemos

tg" u=1tg"” tg? u = tg"? u(sec? u—1)

ctg" u=ctg"? uctg® u =ctg"* u(csc’ u—1)
1.3 Integrales de la forma jsec" udu o jcsc” udu

Cuando ne N par , hacemos

n-2
sec"u =sec"?usec’u = (tg2 u +l) 2 sec’u

n-2
csc”u=csc"?ucsc’ u=(ctg’ u+1) 2 csc’u
1.4 Integrales de la forma Itg'“ usec"udu o Iclgm ucsc" udu
Cuando n e N par , procedemos como en el caso anterior.

1.5 Célculo de integrales de la forma _[senm ucos"udu por

medio de &ngulos multiplos
Cuando mvneN impar , aplicamos el caso 1. Cuando ambos

maneN par , laexpresion diferencial se expresa en términos de
senos y cosenos de angulos multiplos. Las formulas usadas son:

1
senucosu :EsenZU
2 1
sen’u :E(l—COSZU)

cos’u = %(14— cos2u)

1.6 Integrales de la forma
J'sen mu cos nu du

j'sen musen nudu

fcos mucosnudu cuando m = n

Utilizando identidades trigonométricas, tenemos:
[senmucosnudu = J'%[sen(m+ n)u-+sen(m—n)u]du

cos(m+nju  cos(m—n)u
" 2(m+n)  2(m-n)

J'sen musen nudu = J'%[cos(m— n)u—cos(m-+nju]du

_sen(m-nju
~ 2(m-n)

sen(m+n)u
2(m+n)

jcosmu cosnudu = I%[cos(m— n)u+cos(m-+n)udu

_sen(m-nj)u sen(m+n)u
- 2(m-n) 2(m+n)
2 Integracion por sustitucion trigonométrica, de expresiones que
contienen Ja* —u® 0 Vu* +a?
Cuando se presentan estos casos, aplicamos un cambio de variable
asf, para:
Va® —u? hagase u=asenz
VJu?+a®? héagase u=atgz
YJu?—a? hagase u=asecz
en efecto

Va’-a’sen’z =ay1-sen’z =acosz
Ja'tg®z+a’ =ayftg’ z+1=asecz
Va?sec?z—a® =avsec’z—-1=atgz
3 Integracion por fracciones
Def. Un polinomio en x es una funcién de la forma
X" +a,X" " +--+a,,x+a, donde a esuna constante, con

a, #0 y n, que se llama grado del polinomio, un entero no
negativo.

Todo polinomio de coeficientes reales se puede expresar (al menos
tedricamente) como producto de factores lineales del tipo ax+b y
factores reales cuadraticos irreducibles del tipo ax’® +bx+c . (Un
polinomio de grado 1 o mayor se dice irreducible si no puede ser
factorizado en polinomios de grados mas bajos.) La formula
cuadrética ax? +bx+c es irreducible si y s6losi b>—4ac<0,en

este caso, las raices de ax’ +bx+c no son reales.
Def. Una fraccion racional es aquella cuyo numerador y
denominador son polinomiosen x .

Def. Una fraccién racional es propia cuando el grado del
numerador es menor que el del denominador. En caso contrario, es
una fraccién racional impropia.

Una fraccion racional impropia puede expresarse como la suma de
un polinomio y una fraccién racional propia.

3.1 Factores Lineales Distintos

A cada factor lineal ax+b no repetido en el denominador de una

fraccion racional propia le corresponde una sola fraccion simple de
la forma

A

ax+b
donde AeR y habra que determinarlo.
3.2 Factores Lineales Repetidos
A cada factor lineal ax+b que aparezca n vecesen el
denominador de una fraccién racional propia le corresponde una
sumade n fracciones simples de la forma

AL A L A

2 + n
ax+b  (ax+b) (ax+b)

donde AeR y habra que determinarlo.
3.3 Factores cuadraticos distintos
A cada factor cuadrético irreducible ax? +bx +c no repetido en el

denominador de una fraccion racional propia le corresponde una sola
fraccion simple de la forma

Ax+B
ax® +bx+c
donde A BeR yhabra que determinarlos.
3.4 Factores cuadraticos repetidos
A cada factor cuadratico irreducible ax® +bx+c que aparezca n

veces en el denominador de una fraccion racional propia le
corresponde una suma de n fracciones simples de la forma

AX+B; Ax+B, AXx+B,
ax’ +bx+c (a><2+bx+c)2 (ax2+bx+c)n

donde A ,BeR y habra que determinarlos.
4 Integracion por sustitucion de una nueva variable

4.1 Diferencias que contienen sélo potencias fraccionarias de
Una expresion que contienen solamente potencias fraccionarias de
x puede transformarse en forma racional mediante la sustitucion

X

x=2"
siendo n el minimo comdn denominador de los exponentes
fraccionarios de x .
4.2 Diferencias que contienen solo potencias fraccionarias de
ax+b
Una expresion que contiene solamente potencias fraccionarias de
ax+b puede transformarse en forma racional mediante la
sustitucion

ax+b=2z"

siendo n el minimo comdn denominador de los exponentes
fraccionarios de la expresion ax+b .

5 Transformacion de diferenciales trigonométricas

Una diferencial trigonométrica que contiene s6lo funciones
racionales de senu y cosu puede transformarse en otra expresion
diferencial, racional en z , mediante la sustitucion

u
tg-=12
9 2
0 (lo que es lo mismo) por las sustituciones
2z 1-7° 2dz
senu = 7, CosU=——>, du= 5
1+z 1+z 1+z

A modo de ayuda este triangulo:

6 Diferenciales binomias
Def. Una diferencial de la forma

X" (a+bx" )p dx
siendo a,be R y losexponentes m,n, pe @ , se llama una

diferencial binomia.
Hagamos

X = 2; entonces dx = az“dz

X" (a+ bx")p dx = az™ " (a+bz™ )p dz
Si se elige un nimero entero « de maneraque ma y na sean
namero enteros, vemos que la diferencial dada es equivalente a otra
de la misma forma, donde m y n se han reemplazado por
ndmeros enteros. Ademas, la sustitucion
[ " . P
X" (a+bx")" dx = x™™ (ax" +b)" dx
transforma la diferencial dada en otra de la misma forma, donde
—-n reemplaza el exponente n de x . Por tanto, cualquiera que sea
el signo algebraico de n , el exponente de x dentro del paréntesis
sera positivo en una de las dos diferenciales.
Cuando p es un nimero positivo, se puede desarrollar la potencia
del binomio segun la férmula de Newton e integrar la diferencial

término a término. En lo que sigue, p se supone una fraccion; por

ro
tanto, la reemplazamos por — , siendo r,seZ .
s

Por consiguiente el siguiente enunciado:
Proposicién. Toda diferencial binomia puede reducirse a la forma

r
X" (a+bx" )F dx

siendo m,r,seZ y neN .

Ahora veremos como quitar los radicales:

1 . R
Caso |. Cuando €Z . En este caso se efectuara la sustitucion

a+bx"=z2°.

m+1 r .
Caso Il. Cuando ——+— e Z . En este caso se efectlia la
n s

n

sustitucion a+bx" = z°x
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